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De la nŽcessitŽ de parallŽlisation ̂  la nŽcessitŽ de parallŽlisation en temps  
 
La modélisation de phénomènes évolutifs conduit généralement à la résolution 
d’équations aux dérivées partielles, fonctions des deux variables espace et temps.  
Les machines parallèles, existant depuis plusieurs dizaines d’années, ont facilité et 
accéléré la résolution numérique de ces EDP grâce à la parallélisation des variables 
espace. L’avènement de machines massivement parallèles, englobant jusqu’à des milliers 
de processeurs, a dépassé largement la possibilité de parallélisation en espace qui reste 
limité par un degré de liberté optimal provenant de la discrétisation spatiale. 
Bien que la résolution des problèmes d’évolution soit un processus séquentiel, les 
recherches se sont dirigés alors vers une superposition de la parallèlisation des calculs à 
travers le temps à celle à travers l’espace pour permettre une meilleure utilisation des 
processeurs disponibles. 
 
Le principe classique de parallŽlisation en temps 
 
Un algorithme de parallélisation en temps inclut les étapes suivantes : 
 

1-Décomposition de l’intervalle du temps en « tranches » de temps.  
2-Utilisation d’un schéma de prédiction séquentiel approximant les valeurs initiales 
de la solution au début de chaque tranche de temps. 
3-Résolution en parallèle, sur chacune des tranches de temps, d’un problème à valeur 
initiale. 
4-Utilisation d’un schéma de correction assurant, après convergence, la continuité 
entre les diverses tranches. 

 
Les pas 1 à 4 sont répétés jusqu’à la convergence, en un nombre d’itérations qui doit 
évidemment être bien inférieur au nombre de tranches de temps. 
 
Parmi les méthodes et algorithmes les plus connus, on peut citer les « multiple shooting 
methods » [1] [2] [3] et le « schéma pararéel »[4] [5] [6].   
 
LÕidŽe dÕun nouveau schŽma de prŽdiction (exploitant la spŽcificitŽ de la 
mŽthode de re-dimensionnement) : 
 
L’idée de base de notre algorithme consiste dans la possibilité pour certains problèmes, 
en particulier les équations diffusion réaction, de mettre en place à l’étape 2 de 
l’algorithme un schéma de prédiction inspiré de l’application de la méthode de re-
dimensionnement.  
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La méthode de re-dimensionnement fut introduite dans [7] et étudiée dans [8] et [9]. Elle  
permet pour des équations Différentielles Ordinaires autonomes d’obtenir les valeurs 
exactes de la solution au début de chacune des tranches et d’estimer leurs tailles en 
fonction d’un critère d’arrêt uniforme pour toutes les tranches. Par ailleurs grâce à des  
changements des variables temps et solution, on aboutit à la résolution de problèmes 
« similaires » sur chacune des tranches.  
 
Dans le cas des équations diffusion réaction, la méthode de re-dimensionnement peut 
permettre des bonnes estimations au début de chaque tranche. Le nombre de correction 
peut devenir très petit et la méthode se traduit alors par un parallélisme parfait des 
calculs, nécessitant un petit nombre de corrections.  
 
Algorithme RaPTI pour les calculs parall• les en temps (Ratio-Based 
Parallel Time Integration)  
 

1- Appliquer la méthode de re-dimensionnement, de façon séquentielle, sur ns 
tranches et calculer les valeurs initiales exactes e

nV  de la solution en début de 
tranches, ainsi que les valeurs exactes des ratios e

nr  reliant les valeurs initiales 
successives de la solution : 1( )e e e

n n nV diag r V != . Les calculs sont menés avec une 
tolérance locale l

tol! . 
2- Se baser sur les ns ratios exacts e

nr  calculés pour élaborer un ajustement 
mathématique optimal de la série { e

nr }, fondé sur des procédés statistiques tels 
que la méthode des moindres carrés. 

3- Utiliser l’ajustement trouvé pour prédire les ratios p
nr  des tranches suivantes (pour 

n > ns) et par conséquent les valeurs initiales de ces tranches : 1( )p p p
n n nV diag r V

!
= . 

Notons que pour 1sn n= + , on a : 
1 1

p e
n nV V! != . 

4- Résoudre en parallèle et de façon indépendante les modèles re-dimensionnés sur 
chacune des nèmes tranches  (pour n > ns), avec les valeurs initiales prédites p

nV  et 
pour une tolérance de calcul l

tol! . Ces calculs mènent alors à des valeurs calculées 
c

nV  de fin de tranches qui diffèrent généralement des valeurs initiales prédites en 
début de tranches suivantes.  

Notons que pour n = ns+1 , c
nV  est exacte : 1 1s s

c e
n nV V+ += . 

5- Définir, pour n > ns, les écarts c p
n n nG V V= ! en fin de chacune des nèmes tranches. 

6- Déterminer le nombre nconv de tranches ayant déjà convergé pour une tolérance de 
calcul global g l

tol tol! !>  : pour s convn n n< ! , g
n tolG !

"
# . 

7- Remplacer ns par nconv, et reprendre les étapes 2 à 6 jusqu’à convergence de toutes 
les tranches et la résolution du problème sur tout l’intervalle d’étude [0 ;T] 
demandé. 

 
Avantages de lÕalgorithme RaPTI  
 
- Contrairement aux autres algorithmes de parallélisation en temps, RaPTI ne nécessite 

aucun calcul séquentiel pour n > ns. 
- Cet algorithme génère des tranches de temps de taille variant avec le comportement 

de la solution et sauvegardant ainsi une similarité entre les diverses tranches. 
 
RŽsultats numŽriques  
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Testé sur l’équation de réaction diffusion m p
tu u au= ! + , l’algorithme RaPTI a 

donné d’excellents résultats de parfait parallélisme dans le cas linéaire (p=m=1). Pour les 
cas non linéaire (p≤m=1) une convergence très rapide. 
Une variante de cet algorithme, consistant à lui associer la procédure de correction du 
schéma pararéel par propagation des sauts [3], a alors été testée et a conduit à une moins 
bonne convergence, au prix  de calculs séquentiels de correction.  
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